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RezumatA

Lucrarea compara trei metode numerice unipas explicite pentru problema Cauchy:
metoda Euler, metoda Heun si metoda Runge—Kutta clasica de ordinul 4 (RK4). Dupa
prezentarea rezultatelor teoretice de existenta, unicitate si ordin de convergentd, metodele sunt
implementate in Python si aplicate problemei test y' = —2ty, y(0) = 1, cu solutia exactd y =
e/A(—t2). Erorile globale calculate pentru cinci pasi confirma ordinele teoretice: ordinele estimate
sunt 1,01, 2,02 si 4,04. Pentru o eroare sub 1076, RK4 are nevoie de 132 de evaluari ale functiei,
fatd de 650.596 pentru metoda Euler. Un test pe ecuatia y' = —15y arata limita de stabilitate a
metodelor explicite: Euler si Heun devin instabile pentru h > 0,133, iar RK4 pentru h > 0,186.

Lucrarea recomanda RK4 pentru problemele nerigide si metodele implicite pentru cele rigide.

Cuvinte-cheie: ecuatii diferentiale ordinare, metoda Euler, metode Runge—Kautta, ordin de

convergenta, stabilitate numerica

Abstract

This thesis compares three explicit one-step numerical methods for the initial value
problem: Euler's method, Heun's method and the classical fourth-order Runge—Kutta method
(RK4). After presenting the theoretical results on existence, uniqueness and order of
convergence, the methods are implemented in Python and applied to the test problem y' = —2ty,
y(0) = 1, whose exact solution is y = eA(—t?). The global errors computed for five step sizes
confirm the theoretical orders, with estimated orders of 1.01, 2.02 and 4.04. For an error below
1076, RK4 needs 132 function evaluations, compared with 650,596 for Euler's method. A test
on the equation y’' = —15y shows the stability limit of explicit methods: Euler and Heun become
unstable for h > 0.133 and RK4 for h > 0.186. The thesis recommends RK4 for non-stiff

problems and implicit methods for stiff ones.

Keywords: ordinary differential equations, Euler method, Runge—Kutta methods, order of

convergence, numerical stability
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IntroducereA

Majoritatea ecuatiilor diferentiale care apar in fizica, biologie sau economie nu pot fi
rezolvate analitic. Metodele numerice Tnlocuiesc solutia exacta cu aproximatii calculate pe o
retea de puncte, iar Intrebarea esentiala este cat de repede scade eroarea cand micsoram pasul

(1], [2].

Obiectivul lucrarii este compararea a trei metode unipas explicite (Euler, Heun si
Runge—Kutta de ordinul 4) din trei puncte de vedere: precizie, cost de calcul si stabilitate.

Rezultatele teoretice cunoscute sunt verificate numeric pe o problema test cu solutie exacta.

Contributia proprie consta In implementarea metodelor in Python, calculul tabelelor
de erori pentru cinci pasi, estimarea ordinului de convergentd, compararea costului necesar

pentru o precizie data si testul de stabilitate,

A
Tabelul 1. Notatiile folosite in lucrare
Notatia Semnificatia
[to, T1 Intervalul de integrare; in exemple t, = 0, T = 2
h, N Pasul de integrare si numdrul de pasi, N = (T — t,)/h
ta =ty + n-h Nodurile retelei,n=10, 1, ..., N
Va Aproximatia numerica a valorii exacte y(t,)

e(h) = max |y, — y(t.)]  Eroarea globalda maxima pe retea

p Ordinul de convergenta: e(h) ~ C-hp

Sursa: Notatii proprii, dupd [1], [2].
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Capitolul 1. Notiuni preliminareA .~ Capitolul de preliminarii face

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, , lucrarea autonoma: definitii, teoreme
clasice (cu trimitere la sursa) si o
demonstratie scurtd, scrisa de tine.

1.1. Problema Cauchy Teoremele si propozitiile se
numeroteazd, iar demonstratiile se
Fie f: [t;, T * R — R o functie continua. Problema Cauchy consta in determinarea unei incheie cu m.
Ghid: licenta-disertatie-romania.co

Rolul sectiunii

functii y derivabile care satisface: 20/05/2026 10:00
YO =ft.y®), telty, TI, yt) =y,  (1.1)

Teorema 1.1 (de existentd si unicitate). Dacd f este continud pe [t),, T] * R si
lipschitziand in raport cu y, adicd existd L > 0 astfel incdt |f(t, u) — f(t, v)| < L-|lu — v| pentru

orice t, u, v, atunci problema (1.1) are o solutie unicd pe [t,, T]. Demonstratia se gaseste Tn [2].

1.2. Metode unipas
O metoda unipas calculeaza y,,, numai din y,. Figura 1 aratd locul metodelor studiate

printre metodele numerice pentru EDO, iar Tabelul 2 le prezinta formulele.

Metode numerice pentru
EDO

(Ru%ﬂfﬁztm) Cu pas adaptiv

. Perechi
Euler explicit Adams-Bashforth Tncorporate
Heun, RK4 Adams—Moulton RK45
Implicite BDF

Figura 1. Clasificarea metodelor numerice pentru problema Cauchy
Sursa: Prelucrare proprie.

Tabelul 2. Metodele studiate

Metoda Formula de avans Ordinul p  Evaluari ale lui
f pe pas
Euler Vaer = Y + hef(tn, yu) 1 1
Heun ky = f(t, yn), Kk, =f(ta + h, yu + h'ky), you =ya+ 0/2)(k, + 2 2
k)
RK4 Yner = Ya + (0/6)-(k; + 2k, + 2k; + k), cu ki din Tabelul 3 4 4

Sursa: Dupd [1], [3].
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Tabelul 3. Tabloul Butcher al metodei Runge—Kutta clasice (RK4)

Gi aj aj, aj; aj,
0

172 172

12 0 12

1 0 0 1

b 1/6 1/3 1/3 1/6

Notd. ki = f(tn + ¢ih, yn + h-Zj aj-kj), i = 1, ..., 4; ultimul rdnd contine ponderile bj din formula de avans.
Sursa: Dupd [1].

1.3. Eroare si ordin de convergenta
O metoda are ordinul p daca eroarea globala satisface e(h) < C-hr, cu C independent

de h. Pentru metoda Euler, ordinul rezulta din eroarea locala de trunchiere.

Propozitia 1.2. Dacd y € C?[t,, T], eroarea locald de trunchiere a metodei Euler, 1, =

Y(tarr) — Y(ts) — hf(ts, Y(tn), satisface |t,| < (h%2)-M,, unde M, = max |y"(t)|.

Demonstratie. Din formula lui Taylor cu restul de tip Lagrange, y(t.;) = y(ta) + h-y'(t)
+ (h?%/2)-y"(&n), cu &, € (tn, tasy). Deoarece y'(tn) = f(ty, y(tn)), rezulta t, = (h¥2)-y"(E,), deci |,
< (h?/2)'M,. m

fnsumand cele N = (T - t,)/h erori locale, propagate cu factorul eA(L(T - t,)), se

obtine e(h) = O(h), adicd ordinul 1 [2]. In mod analog, metoda Heun are ordinul 2, iar RK4

ordinul 4 [1], _~"Nu prezenta o teorema cunoscutji ca

A - “ rezultat propriu. Teoremele clasice
se enunta cu trimitere la sursa;
demonstratiile scrise de tine (aici,
Propozitia 1.2) trebuie sa fie
complete si cu notatiile din lucrare.
Greseala frecventa
20/05/2026 10:00
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Capitolul 2. Implementare si experimente numericeA

2.1. Problema test

Am ales o problema cu solutie exactd cunoscuta, ca eroarea sa poata fi calculata direct:

y'=-2ty, y(0)=1, t€]0,2], cusolutia exactd y(t) = eN—t?)

2.1)

Functia f(t, y) = —2t-y este lipschitziana in y pe [0, 2], cu L = 4, deci problema are solutie

unica (Teorema 1.1). Experimentul a urmat etapele din Figura 2.

1. Problema test

2. Implementarea

3. Rularea pentru

cu solutie exacta celor trei metode 5 pasih
6. Costul si 5. Estimarea - 4. Calculul erorii
stabilitatea ordinului p e(h)

Figura 2. Etapele experimentului numeric

Sursa: Prelucrare proprie.

2.2. Implementarea

Metodele au fost implementate in Python, cu bibliotecile standard si NumPy [4]. Fiecare

metoda este scrisa ca o functie care face un singur pas, iar functia rezolva le aplica pe toata

reteaua; scriptul complet de calcul al erorilor este in Anexa 1.

import numpy as np

def

def

def

def

pas_euler(f, t, y, h):
return y + h * f(t, y)

pas_heun(f, t, y, h):
ki = f(t, y)
k2 = f(t + h, y + h * k1)

return y + h / 2 * (ki1 + k2)

pas_rk4(f, t, y, h):

ki = f(t, y)

k2 = f(t +h /2, y+h/2%*Kkl)

k3 =f(t+h /2, y+h/2%*Kk2)

k4 = f(t + h, y + h * k3)

returny + h /6 * (ki1 + 2 * k2 + 2 * k3 + k4)
rezolva(pas, f, tO, y0, h, N):

t = t0 + h * np.arange(N + 1)
y = np.empty(N + 1)
y[o] = yo
for n in range(N):

y[n + 1] = pas(f, t[n], y[n], h)
return t, vy,

# nodurile t_n
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2.3. Precizia metodelor

Pentru pasul h = 0,2, aproximatia RK4 nu se distinge vizual de solutia exacta, in timp
ce metoda Euler supraestimeaza solutia pe portiunea descendentd (Figura 3). Tabelul 4 da
valorile in patru noduri pentru h = 0,1: la t = 2, eroarea este de 6,29 - 107 pentru Euler si de

6,81 - 107¢ pentru RK4.

=@ Exacta: e’(-1?) —8— Euler Heun RK4

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0
t

Figura 3. Solutia exacta si aproximatiile obtinute cu pasul h = 0,2
Sursa: Calcul propriu in Python 3.12 (scriptul din Anexa 1).

Tabelul 4. Solutia exacta si aproximatiile numerice pentru h = 0,1

ty y(t,) exact Euler Heun RK4

0,5 0,778801 0,813604 0,778765 0,778801
1,0 0,367879 0,381707 0,369053 0,367881
1,5 0,105399 0,096448 0,107451 0,105406
2,0 0,018316 0,012023 0,019573 0,018322

Notd. Valori rotunjite la sase zecimale.
Sursa: Calcul propriu in Python 3.12 (scriptul din Anexa 1).

2.4. Ordinul de convergenta

Tabelul 5 da eroarea globald maxima pentru cinci pasi, fiecare fiind jumatate din
precedentul. La fiecare Tnjumatatire a pasului, eroarea scade de aproximativ 2 ori la Euler, de 4
ori la Heun si de 16 ori la RK4. In scard logaritmici, punctele fiecirei metode sunt aproape

coliniare (Figura 4).
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Tabelul 5. Eroarea globald maxima e(h) pe intervalul [0, 2]

h N Euler Heun RK4

0,2 10 7,51 - 102 9,58 - 103 1,50 - 104
0,1 20 3,48 - 102 2,05-103 7,47 - 1076
0,05 40 1,69 - 102 4,80 - 10 4,18 - 107
0,025 80 8,28 - 103 1,16 - 10 2,47 - 1078
0,0125 160 4,10 - 103 2,86 - 1075 1,50 - 10

Sursa: Calcul propriu in Python 3.12 (scriptul din Anexa 1).

logio e(h)

0,2 0,1 0,05 0,025 0,0125

Pasul h (injumatatit la fiecare punct)

Figura 4. Logaritmul zecimal al erorii globale maxime, 1n functie de pas
Sursa: Prelucrare proprie dupa Tabelul 5.

Estimarea p # log, [e(h)/e(h/2)] tinde spre ordinul teoretic pe mdsura ce h scade: 1,01
pentru Euler, 2,02 pentru Heun si 4,04 pentru RK4 la ultima pereche de pasi (Tabelul 6, Figura
5).

Tabelul 6. Ordinul de convergenta estimat, p ~ log, [e(h) / e(h/2)]

Perechea de pasi Euler Heun RK4
0,2 - 0,1 1,11 2,22 4,32
0,1 - 0,05 1,05 2,10 4,16
0,05 - 0,025 1,03 2,05 4,08
0,025 - 0,0125 1,01 2,02 4,04
Ordinul teoretic 1 2 4

Sursa: Calcul propriu dupd Tabelul 5.
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4- I Estimat 4,04 4,00
Il Teoretic
3 -
o
=]
% 2- 202 2,00
e}
14 1,01 1.00
O - T T T
Euler Heun RK4

Figura 5. Ordinul de convergenta estimat (perechea 0,025 — 0,0125) si ordinul teoretic
Sursa: Prelucrare proprie dupa Tabelul 6.

2.5. Costul de calcul
Pentru o eroare sub 107, metoda Euler are nevoie de 650.596 de evaluari ale functiei f,
metoda Heun de 1.702, iar RK4 de numai 132 (Tabelul 7, Figura 6). Desi RK4 face patru

evaluari pe pas, ordinul mai mare compenseaza de multe ori acest cost.

Tabelul 7. Costul necesar pentru o eroare globala maxima sub 1076

Metoda Numar minim de Evaludri ale lui f Eroarea obtinuta
pasi N

Euler 650.596 650.596 1,00 - 1076

Heun 851 1.702 9,99 - 107

RK4 33 132 9,23 -1077

Notd. N a fost determinat prin cautare binard, ca cel mai mic numar de pasi pentru care e(h) < 107, cu h = 2/N.
Sursa: Calcul propriu in Python 3.12 (scriptul din Anexa 1).

4 5 6

o -
-
N
w

Figura 6. Numarul de evaluari ale lui f pentru e(h) < 1076 (logaritm zecimal) .
~"Nu compara metodele doar la acelasi

Sursa: Prelucrare proprie dupd Tabelul 7A 7777777777777777777777777777777 g v
evaluari pe pas pare favorizata.
Comparatia corectd se face la aceeasi

2.6. Stabilitatea b © ace
precizie sau la acelasi numar de
. , . < . evaluari ale functiei, ca in Tabelul 7.
Pentru ecuatia test y' = —15y, solutia exactd scade rapid spre zero. Cu h = 0,15, metodele Gvre;a]; e e "

20/05/2026 10:00
Euler si Heun au |R(z)| > 1, iar aproximatiile cresc in modul de la un pas la altul; RK4 ramane

12
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stabild (Tabelul 8, Figura 7). Dupa 10 pasi, Euler da 9,31 si Heun 11,92, in timp ce valoarea
exacta y(1,5) = eA(—-22,5) este de ordinul 107°.

Tabelul 8. Testul de stabilitate pentru y' = —15y, y(0) = 1: factorul de amplificare R(z), z = —15h

Metoda R(z) h=0,1(z=-15) h=0,15(z= Pas maxim stabil
-2,25)

Euler 1+z -0,500 -1,250 (instabil) h < 0,133

Heun 1+z+2z22 0,625 1,281 (instabil) h<0,133

RK4 1+z+2%2+72%6 + 2424 0,273 0,451 h<0,186

Notd. Metoda este stabila pentru acest test daca |R(z)| < 1. Limitele: z > -2 pentru Euler si Heun, z > -2,785 pentru RK4.
Sursa: Calcul propriu dupd [2].

10 -

5_

c
>

@

_5 - =@= Heun
@ RK4
] ] T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Pasul n

Figura 7. Aproximatiile pentru y’ = —=15y cu pasul h = 0,15 (primii 10 pasi)

Sursa: Calcul propriu in Python 3.12 (scriptul din Anexa 1).
2.7. Analiza autorului
Experimentele confirma ordinele teoretice 1, 2 si 4. Consideram cd, pentru probleme
nerigide cu solutie netedd, RK4 este alegerea potrivita: la o precizie de 107 este de aproape

5.000 de ori mai ieftind decat metoda Euler. Metoda Euler ramane utild didactic si ca punct de

plecare pentru metodele implicite.

Testul de stabilitate aratd Insa o limita comuna: toate metodele explicite cer un pas mic
cand problema are o componenta care scade rapid. Pentru astfel de probleme (rigide), propunem

ca extindere studiul metodelor implicite, de exemplu Euler implicit sau formulele BDF.
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ConcluziiA

. Ordinele de convergenta estimate numeric (1,01; 2,02; 4,04) confirma ordinele

teoretice ale metodelor Euler, Heun si RK4.

. Pentru o eroare sub 1076, RK4 necesita 132 de evaluari ale lui f, fata de 1.702

pentru Heun si 650.596 pentru Euler.

. Pe ecuatia test y' = —15y, metodele Euler si Heun devin instabile pentru h >

0,133, iar RK4 pentru h > 0,186.

Limite si directii ulterioare: studiul foloseste o singura problema test, scalara si
nerigida. Lucrarea poate fi extinsad la sisteme de ecuatii, la metode cu pas adaptiv (perechi

Runge—Kutta Incorporate) si la metode implicite pentru probleme rigide.
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[1], [2], [3] si [4] sunt reale; [5] este
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[2] E. Hairer, S. P. Ngrsett si G. Wanner, Solving Ordinary Differential Equations I:
Nonstiff Problems, ed. a 2-a. Berlin: Springer, 1993.

[3] R. L. Burden si J. D. Faires, Numerical Analysis, ed. a 9-a. Boston: Brooks/Cole,
2011.

[4] C. R. Harris et al., ,,Array programming with NumPy”, Nature, vol. 585, pp. 357—
362, 2020.

[5] V. Neagu, Analizd numericd. Curs si aplicatii in Python. Bucuresti: Editura
Exemplu, 2021.
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Anexa 1. Scriptul pentru tabelul erorilorA ~ In anexd pui codul complet care
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a bibliotecilor.
Rolul sectiunii

20/05/2026 10:00

import numpy as np
from metode import rezolva, pas_euler, pas_heun, pas_rk4 # Capitolul 2

f = lambda t, y: -2 * t * vy
exact = lambda t: np.exp(-t**2)
T, pasi = 2.0, [0.2, 6.1, 0.05, 0.025, 0.0125]

for nume, pas in [('Euler', pas_euler), ('Heun', pas_heun), ('RK4',6 pas_rk4)]:
erori = []
for h in pasi:
N = round(T / h)
t, y = rezolva(pas, f, 0.0, 1.0, h, N)
erori.append(np.max(np.abs(y - exact(t))))
ordine = [np.log2(erori[i] / erori[i + 1]) for i in range(len(pasi) - 1)]
print(nume, ['%.2e' % e for e in erori], ['%.2f' % p for p in ordine])

Rulat cu Python 3.12 si NumPy 2.1, scriptul afiseazd valorile din Tabelele 5 si 6.
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Fragmentul de mai jos este scris intentionat cu greselile pe care le Intdlnim des in

VARIANTA INITIALA

Am rulat programul si se vede clar ca RK4 e cea mai buna metoda, eroarea e practic 0
(0.0000000015). Euler are erori mari deci nu e buna. Se stie ca RK4 are ordinul 4 deci
rezultatele sunt corecte.

VARIANTA CORECTATA

Pentru h = 0,0125, eroarea globala maxima a metodei RK4 este de 1,50 - 1079, fata de 4,10
- 1073 pentru metoda Euler (Tabelul 5). Ordinul de convergenta estimat din erorile pentru
pasi succesivi, 4,04 pentru RK4, confirma ordinul teoretic 4 [1]. Metoda Euler are o precizie

mai mica la acelasi pas, dar costul ei pe pas este de patru ori mai mic; comparatia corecta se

face la aceeasi precizie (Tabelul 7).

CE AM CORECTAT
1. Am pus diacriticele (s, t cu virguld), obligatorii in lucrare.

2. »Practic 0” a devenit o valoare scrisa Tn notatie stiintifica, cu pasul pentru care

a fost obtinuta.
3. ,»Se vede clar” a devenit o trimitere la tabelul de erori.

4. Rationamentul circular (,,se stie ca are ordinul 4, deci rezultatele sunt corecte”)

a devenit o verificare: ordinul estimat numeric este comparat cu cel teoretic.

5. »Euler nu e bund” a devenit o comparatie corectd, la aceeasi precizie, tindnd

cont de costul pe pas.

Vrei aceeasi corectare pentru lucrarea ta? licenta-disertatie-romania.com/contact
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